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Podstawy
matematyczne
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Liczby niewymierne

Problem

Czy istnieje liczba wymierna, ktéra jest rozwiazaniem réwnania

X2 =2
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Liczby niewymierne

Problem

Czy istnieje liczba wymierna, ktéra jest rozwiazaniem réwnania

X2 =2

Rozwigzanie

Skoro nie ma takiej liczby wymiernej, to wprowadzmy liczbe
niewymierna o symbolu /2, ktéra bedzie rozwigzaniem tego

(V2)* =2
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Liczby zespolone

Geneza

Czy istnieje liczba rzeczywista, ktéra jest rozwigzaniem réwnania

X2 =—-1
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Liczby zespolone

Geneza

Czy istnieje liczba rzeczywista, ktéra jest rozwigzaniem réwnania

X2 =-1

| \

Rozwiazanie

Skoro nie ma takiej liczby rzeczywistej, to wprowadzmy liczbe
nierzeczywista o symbolu /, ktéra bedzie rozwigzaniem tego
réwnania

<
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Liczby zespolone

Definicja

Definicja

Liczba zespolong nazywamy liczbe postaci

z=a-+ bi,

gdzie a jest liczba rzeczywista okre$lang mianem czesci
rzeczywistej, a b jest liczbg rzeczywistg okreslang mianem czesci
urojone;.
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Liczby zespolone

Dodawanie

Definicja
Niech dane beda dwie liczby zespolone z; = a3 + b1/, zo = a» + boi

Z1+ 20 = (a1 aF bli) =4k (32 =k bzl) = (a1 aF 32) aF (bl =k bz)l

Zatem | mozemy traktowaé, tak samo jak niewiadoma x
w réwnaniach. )
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Liczby zespolone

Dodawanie

Definicja
Niech dane beda dwie liczby zespolone z; = a3 + b1/, zo = a» + boi

Z1+ 20 = (a1 aF bli) =4k (32 =k bzl) = (a1 aF 82) aF (bl =k b2)l

Zatem | mozemy traktowaé, tak samo jak niewiadoma x
w réwnaniach. )

(1+2)+(2+3i)) =3 +5i
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Liczby zespolone

Mnozenie

Definicja
Niech dane beda dwie liczby zespolone z; = a3 + b1/, zo = a» + boi
Z1-2p = (al aF bli)(ag aF bgi)

= ayap + arbyi + axbyi + by byi?
= (3132—b1b2)+(31b2+82b1)i

Zatem | mozemy traktowaé, tak samo jak niewiadoma x
w réwnaniach z ta réznica, ze zamiast i°> wpisujemy —1.
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Liczby zespolone
Mnozenie

Niech dane beda dwie liczby zespolone z; = a3 + b1/, zo = a» + boi

Z1-2p = (al aF bli)(ag aF bgi)
a1as + a1byi + apbyi + bybyi?
= (3132 —b1b2)+(31b2+82b1)i

Zatem | mozemy traktowaé, tak samo jak niewiadoma x
w réwnaniach z ta réznica, ze zamiast i°> wpisujemy —1.

Przyktad

(1+2)(2+3)=(2—6)+(3+4)i=—4+7i

&
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Wektory

Przyktad

oo () ()= () oo ()

1 0 0 0
0 1 0 0
€1 = 0 ) € = 0 ) e3 — 1 ) €4 = 0
0 0 0 1
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Macierze

Definicja

Przyktad

1= %) Ru=(vs %)
X
1
0

0

O O O
O O = O
= O O
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Macierze

Dziatanie na wektory

Mnozenie wektora przez macierz

(28 C)-(1a)
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Macierze

Dziatanie na wektory

Mnozenie wektora przez macierz

(28 C)-(1a)
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Macierze
Dziatanie na wektory

Mnozenie wektora przez macierz

Przyktad

/N
Shsl-
Sl
v
/’\
>
Il
~/—
Shsl-
SN——

Przyktad

_1 L
(2 8) ()-0:D-6
i) \vs :
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Bity i bramki
kwantowe
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IBM Q System One (2019)

20 bitéw kwantowych dostepnych poza
warunkami laboratoryjnymi
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Bit kwantowy — gbit

Definicja

Bitem kwantowym nazywamy system kwantowy posiadajacy dwa
poziomy (stopnie swobody). Z matematycznego punktu widzenia
czesto utozsamia sie go z dwu-wymiarowa przestrzenia Hilberta
H,, ktéra posiada dwuelementowa baze B = {|0), |1)}.

Elementy bazy zapisujemy w formie wektorowej jako

=) )
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Pomiar gbitu

Stan gbitu
Stan bitu kwantowego reprezentowany jest przez wektor

ag [0) + aq |1),
dla ktérego amplitudy «; spetniaja warunek o + a2 = 1.

Wynikiem pomiaru bitu kwantowego w takim stanie jest 0

z prawdopodobienstwem a% i 1 z prawdopodobienstwem a%.
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Sfera Blocha

9 = cos(5) 100+ esin (5) )
= cos (g) |0) +

(cos ¢ + isiny)sin <§) |1).

4
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Bramka jednokrotna

Przeksztatcenie pojedynczego gbitu jest nazywane bramka
jednokrotng, jezeli jest ono zadane przez pewne przeksztatcenie
unitarne U : H, — H,.

Przeksztatcenie liniowe |0) — «|0) + B]1), |1) — v]0) + (1)
nazywamy unitarnym, jezeli wspoétczynniki spetniaja warunek:

a f a y)y_(1 0
v 6)\B ¢6) \0 1)’
co zapisujemy réwniez jako UU* = |I.
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Przyktad bramki jednokrotne;
Bramki Pauliego X, Y i Z

Bramka NOT (Pauli X)

Negacja gbitu zdefiniowana jest za pomoca nastepujacego

przeksztatcenia
0 1
*= (1 o)
Bramka ta neguje qbity przekazywane jako argumenty:
X10)=[1), X][1)=10).

Bramki Y i Z:
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Przyktad bramki jednokrotne;
Bramka \/Y

Bramka SQRT-NOT
Okazuje sie, ze bramke NOT mozna zrealizowa¢ za pomoca
ztozenia dwoch identycznych przeksztatcen unitarnych

+i 1-i

_ 2 2
VX—<5 ﬁ)
2 2

Bramka ta przeksztatca gbity w nastepujacy sposéb:

4

1+ 1—
VXI0) = =10+ ),

1— 1+
VXI1) = L j0)+ 1),

2
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Przyktad bramki jednokrotne;
Bramki Si T

Bramka S =+/Z

Okazuje sie, ze bramke Z mozna zrealizowaé za pomoca ztozenia
dwdéch identycznych przeksztatcen unitarnych

s=vz-(5 )

Bramka T = VS

Okazuje sie, ze bramke S mozna zrealizowaé za pomoca ztozenia
dwdéch identycznych przeksztatcen unitarnych

=e 0
V2
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Przyktad bramki jednokrotne;
Bramka H

Bramka Hadamarda (H)

Bramka Hadamarda jest jedna z wazniejszych operacji na bitach

kwantowych

11
i=(3 %)
V2 V2

Bramka ta neguje gbity przekazywane jako argumenty:

H|0) =

)+ ), HIY =

1 1
—10) + —= |1
NI

Wazna wtasnosé¢ bramki H

H?|0) = |0), H*|1)=]1).
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Dwubitowy rejestr kwantowy

Definicja

System dwdéch bitéw kwantowych tworzy przestrzen Hy = Ho ® Ho,
gdzie ® jest iloczynem tensorowym.

lloczyn tensorowy
Jezeli V4 = Lin(xq,x2) i Vo = Lin(y1,y2), to

Vi ® Vo = Lin(x1 ® y1,X1 ® y2,X2 ® ¥1,X2 @ ¥2),

gdzie x; ® yj sa wektorami bazy iloczynu tensorowego Vi i V>
oznaczanymi przez x;yj. Ponadto dla dowolnych wektoréw

Vi = a1X1 + aoXp, V2 = B1y1 + Boy2 mamy

Vi ®v2 = Y aifixiyj.

]

£
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Dwubitowy rejestr kwantowy

lloczyn tensorowy

lloczyn tensorowy gbitéw

1
00 =) 010 = (5} (5) = | o]
0
0
o= e =(g)e(3) =]
0
|10) = (0,0,1,0)", [11) = (0,0,0,1)".

4
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Stany rozktadalne i splatane

Jezeli stan kwantowy z € Hy ztozony z dwéch bitéw kwantowych
mozemy zapisa¢ jako iloczyn tensorowy stanéw pojedynczych
bitéw, to taki stan z nazywamy rozktadalnym. Jezeli operacja
taka jest niemozliwa, to taki stan nazywamy splatanym.

Przyktad stanu rozktadalnego

2 (100) + Jo1) + [10) +[11)) = [ f(|o>+|1>)] ® [7(|o>+|1>)]

Przyktad stanu splatanego

%uom 1 111)) = 08600} + aros 01 + a1 B |10) + oy By [11)
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Stany splatane

Uwaga!

Jesli dwa gbity sa w stanie splatanym %UOO} + |11)), to
obserwacja jednego z nich moze da¢ wartos$¢ 0, badz 1 z
prawdopodobienstwem % Nie jest jednak mozliwe obserwowanie
réznych wartosci na tych gbitach (albo pomiar obu daje wartos¢
00, albo 11). Doswiadczenia pokazaty, ze jest to prawda takze

w przypadku gbitéw odlegtych od siebie nawet o wiecej niz 10 km.
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Bramka dwukrotna

Definicja
Jednoczesne przeksztatcenie dwdch gbitéw jest nazywane bramka

dwukrotng, jezeli jest ono zadane przez pewne przeksztatcenie
unitarne U : Hy — Hy, gdzie Hy = Hy ® Ho.

Do zdefiniowania operacji na bramce dwukrotnej wykorzystujemy
nastepujaca reprezentacje gbitéw: |00) = (1,0,0,0)7,|01) =
(0,1,0,0)7, |10y = (0,0,1,0)T,|11) = (0,0,0,1)" .
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Przyktad bramki dwukrotne;

Bramka CNOT (cX)

Warunkowa negacja gbitu zdefiniowana jest za pomoca
nastepujacego przeksztatcenia

1000
I 0 0100
CX:MC"°t:<o X)Z 000 1
0010

Bramka ta neguje drugi gbit w zaleznosci od wartosci pierwszego:
cX |00) = |00),cX |01) = |01),cX |10) = |11),cX |11) = |10).

Analogicznie mozna zdefiniowa¢ bramki cY i cZ:

I 0 I 0
(o v) 7= 2)
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Przyktad bramki dwukrotne;

Dwukrotna bramka Hadamarda (H)

lloczyn tensorowy dwdch jednokrotnych bramek Hadamarda daje
nam bramke dwukrotna

1 1 1
-1 1 -1
1 -1 -1
-1 -1 1

I
Il
= R

Jej dziatanie na dwu gbitowym argumencie wyglada nastepujaco

H\X0X1>Z%(|00>+(—1)X1|01> +(=1) [10) + (=1)7* [11)).
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Przyktad bramki dwukrotne;

Dziatanie bramek dwukrotnych

Jezeli bramka dwukrotna jest iloczynem tensorowym dwdch
bramek jednokrotnych, to wynik jej dziatania tworzy rozktadalny
stan bitéw (bramka Hadamarda).

Jezeli bramka dwukrotna nie moze by¢ reprezentowana jako iloczyn
tensorowy bramek jednokrotnych, to jej dziatanie tworzy splatany
stan bitéw (bramka cX).
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Kopiowanie bitéw kwantowych

No-Cloning Theorem

Nie istnieje przeksztatcenie unitarne U takie, ze dla dowolnego
gbitu mamy:
U(|xa1)) = |xx) .

Innymi stowy - nie ma mozliwosci skopiowania gbitu.

Niezaleznie od braku mozliwosci kopiowania dowolnych stanéw
kwantowych nalezy podkresli¢, ze bez problemu mozemy tworzy¢
kopie elementéw bazy. Mozemy zatem kopiowaé gbity |0) i |1).
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Podstawowe algorytmy
| programowanie kwantowe
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Protokét kwantowej teleportacji

Zatozenia

Zatézmy, ze Alicja chce przesta¢ Bobowi gbit w stanie
al0) + b|1).
Dodatkowo bedziemy zaktadali, ze obie strony dysponuja po
jednym gbicie ze stanu splatanego
1
V2

przy czym Alicja posiada gbit lewy, a Bob posiada gbit prawy.
W uzyciu sg zatem 3 gbity, ktérych stan dany jest wzorem:

(100) +[11)),

1
So = E(a 1000) + a]011) + b|100) 4 b|111)).
QA3 MEcHANiCzNO-
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Protokét kwantowej teleportacji
Teleportacja (1)

Alicja stosuje bramke cX na swoich bitach

5= %(a 1000) + 2 |011) + b[110) + b [101)).
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Protokét kwantowej teleportacji
Teleportacja (2)

S1 — S

Alicja stosuje bramke H na pierwszym bicie (najbardziej lewym)

a
73
b
V212

$ = ~_(0) + [1) [00) + (|0>+|1>)!11>+

Nia
Nia

—_(0) — (1) 10) + (|0> 1)) 101)

s £ Al
ol
Sl

al0) +b[1))+ 3 !01>(a\1> +5(0)) +

10)(a|0) — b[1)) + —|11>(a|1> — b[0)).

l\)ll—‘l\.)ll—‘

Alicja sprawdza warto$¢ bitéw i wysyta wynik do Boba.

4
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Protokét kwantowej teleportacji

Teleportacja (3)

Przejscie do wtasciwego stanu kwantowego

Bob odbiera bity przestane przez Alicje i stwierdza w jakim stanie
jest jego qbit

00 - s=al0)+b|l) =>Is=al0)+ b|1)

01 — s=all)+b|0) > Xs=al|0) + b|1)
10 — s=al0)—b|l) > Zs=al0)+ b|1)
11 — s=all)—b|0) - ZXs=al0) + b|1)
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Kwantowy algorytm faktoryzacji Shora

W celu wyznaczenia dzielnika liczby N losujemy liczbe
ae{l,...,N—-1}

Q Sprawdzamy, czy (a,N) # 1

©Q Wyznaczamy liczbe r taka, ze " =1 mod N

© Co najmniej potowa liczb r bedzie taka, ze (a" — 1, N) # 1

W punkcie 2 stosujemy kwantowa transformate Fouriera do
wyznaczenia liczby r.
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